Prof:Aymen oueslati aymenacademy.com Bac Math

Série des exercices avec correction
intégrale et suite , logarithme , arithmétique

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie sur IR par f{x) = In(x’ — 2x +2).

On deésigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonorme
1) a- Dresser le tableau de variation de la fonction f

b- Montrer que la droite D d'équation x = 1 est un axe de symétrie pour (C).
c- Préciser la branche infinie de (C) au voisinage de + oo.
d- Tracer la courbe (C).

I+ tanx
2) Soit F la fonction définie sur {0, E[ Par F(x)= I ,dit
2 SRV}

a- Montrer que I est dérivable sur {0,%{ et que F'(x) = 1.

2

b- En déduire que F(x) = x et que _a T
que Y 1 jz—2r+2 4
3) a-Montrer que dx=2In2-2 753
/ 7 Jf(r)r '[‘c —27c+2jc
b- Vérifier que pour tout x e IR ,— = =1+ ,x_l -— 1
X" =2x+2 X =2x+2 x —-2x+2

c-Calculer l'aire du domaine limité par la courbe (C), l'axe des abscisses et les droites
Exercice 2

1) Soit a un entier tel que a=1(mod10).
a) Montrer que a° +a® +..+a+1=0(mod10) .
b) En déduire que a" =1( mod10?).
(On pourra utiliser 'égalité a® -1=(a-1)(a° +a° +..+a+1)).
2) Soit b un entier.

a) Déterminer les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10.

b) En déduire que b* =1( mod10) si et seulement si b est premier avec 10.

3) Soit b un entier premier avec 10.

a) Montrer que b*’ =1( mod10?).

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 67 .
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Exercice 2

1 n

On définie pour tout entier naturel non nul n l'intégrale 1, = j (1+x)’
l+x )
0

dx

1) Montrer que la suite (1,) est décroissante .Déduire qu'elle est convergente

1 1

2) Montrer que VnelN'; <l < En déduire lim/,.
“dn+1) n+l1 H—des
1 2 1 X n+l
3) a) Montrer que¥ nelN ";1, = - J ———dx
An+1) n+ly(x +1)

b) Déduire que Vne IN' 1, <(n+1)1 L2

4 4n+2) "4 n+2
¢) Calculer lim(n+1)1, Endéduire limnl

4) Pour tout entier naturel non nul on pose S, Z( ) I, et I= I ~dx

k= +1)

a- Montrer que I =- é

, . z S k) —1)y'x™
b- Vérifier que ¥neIN et Vxe[0,1]:3 ()< x* = +{
frerq [ ] ,;( ) I+x I+x

n+l

dx .

c- En déduire que S,—1=(-1)" I(l s

d- Montrer que |S, —1|<I ., , En déduire que (S,) est convergente et déterminer sa limite.

n+l 2

Exercice 4
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Soit f la fonction définie sur }3-;_[ par f(x)=In (1+tanx) et soit (C)sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (Oi, j ).

1) a) Montrer que lim J(x)=—c0 et lim f(x)=+0.

X _I X :'!-

b) Calculer f (x) pour x appartenant a ]A: 1’{.
¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Vérifier que les points O, A[%,In 2) et I(gm;J sont des points de (C).

(On donne tan(g] =2 -1).

b) Montrer que f(%—x):an—f(x)pourtout Xe ]—:g{

(On rappelle que tan[f—x)z 1-tanx )
4 1+tanx

c) Justifier alors que le point | est un centre de symétrie de la courbe(C).
Dans I'annexe ci-jointe, on a placé les points | et A dans le repére(O,i, j) .
3) Tracer la courbe (C) dans le repére(O,i, j) en précisant sa tangente au point O.
4) On désigne par S, la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (OA) et les droites
d'équations x =0et x =g et on désigne par S; la partie du plan limitée par la courbe (C),
la droite (OA) et les droites d’équations x = % et x= %

a) Justifier que les surfaces S4 et S; ont la méme aire.

b) Calculer alors Eln (1+tanx)dx.

5) a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de l'intervalie ]—g-;-[ sur un intervalle J que

I'on précisera. On note 'la réciproque de f.

b)Justifier que f~'est dérivable sur J et donner I'expression de (f7')'(x)pour x appartenant a J.

X

e

c) Donner la valeur de J':Zmdx.
+{e" —
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Solution
exercice 1:
1} fest définie ssi x* ~2x +2+0
or x*—2x +2=0
A=—4 <0 sig x*-2x +2-0

Df—fﬁ

v 2x=1)
! (I}_IE—EA: F2
h-

e- im0 done cradmet une branche parabolique de direction 'axe des abscisses
E b X -

2} b- F'(x) =1 sig que Fix) = x + c or F{0)) = 00 donec Fix)=x

F df T, W
1= =F(2)==
=2 +2 4 4

2) a- i-f(,a:]ldx

3 2 4 _ 2y =2
ufx) =Infx”—2x +2} '(x) s
Vi =1 v(x) = x

b-Reduire au meéme denominateur

c- A =i|]nl:x2—2£ + 2}:4',1:

In(x * =2x +2)dx

I
B e L

= 2In2 -2 j—m

2x +2
-1 |
= 2Inl - .2_|'1+ -
—lrrz ¥ =2x +2

= (In2 *%} L



exercice 2:

\
1- a) 1=1(mod 10
a= 1 mod 10)
a*= 1( mod 10) \
a*= 1(mod 10) | on somme ces dix congruences on obtient :
a®*+af+a" i ¥@ + 1 =10 (mod 10) = 0 ( mod 10) .
X J
a®*= 1( mod 10)
b) a®-1=(a-1)(a*+a*+a" receereernrecnn @ + 1) ,0ra—1=10k , k e Z et
a®+a¥+a" e @ + 1= 10K, K € Z alors a'®—1 =107 kk' d'oli 3% = 1{ mod10® ).
2- a)
b 0 1 2 3 4 5 5] 7 a8
b* 0 1 (¥ 1 6 ] B 1 ¥

Les restes possible sont0,1,5et6.
b) sib est premier avec 10 alors b =1 ou 3 ou 7 ou 9 (mod10) et d’aprés le tableau ci-dessus

ona:b*=1(modl0).
sib*=1(mod10)alorsb=1o0u3ou7ou?(modll) donchb est premier avec 10.
3- Soit b un entier premier avec 10 .
a) b est premier avec 10 alors b*=1( mod10 ), on pose a = b* alors (b*)? = b*=1(mod10?).
b) 67 est premier avec 10 alors 67*° = 1 ( mod100) et 67° = 89 | mod100)
d’ol 67**= 89(mod100) donc les deux derniers chiffres de 67** sont 8et 9.

exercice 3
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DIy =1, =........<0or I, est minoré par 0 d’oit le résultat
2)0=x <1l sig 12x+122 sig 5(;:—!)2 4 SIE e

3)a-1I, =Iﬁdx une integration par partie avec
Hil+x
ufx) = —— u'lx) = 2

(l+x)
vix) = x" vix) = 2

mH
nous donne le résultat
b- de méme que la question n°2

#1

=

C- lim IV == —
lim (n+1)1, .

1 .
lim nl, 4 I"":E or lim I =0 donc limnl, =—

L b L b

1
4)a- I =Iﬁdx une integration par pariie avec
a

ufx) = x w'tx) = 1
viix) - v(x) !

(x +1) 2x +1)

nous donne [ = —

= 1_ —JI." ¥ r " " [ [ "
b- zi—lj"x b =(—x ]#,mmme. des termes consécullf d'une suite géoméirigue de

1—(—x)
raison (~x} et de premier terme (-x).
Y pox_ =x (=1)'x "
2(_” ! 14 P l+x
e Spd == () 2
d-|s, -I|= _[—-L—'a!x or (1+x)°< (1+x)" donc ! - < L
o (I+x) (l+x)°
m+l .l.l— 1 e | 1 =]
N
S =
g[lr.r]l (l+x) -!-luc -[lu'

d ‘ou le resultar

lim § =1 :_—1
! 8

L b ey



exercice 4 :

Soit f la fonction définie sur];—;rr g [parfﬁ x)=In(1+tanx).

1- a) Onposeu(x)=1+tanxdoncf=Inou

lim _gru(x)= 07 et lim Inx=-walors lim_ f(x)=-m=.
x—— ; _m+
2 T ..
&
lim = u(x)= 4x etlim Inx=+o alors lim f{x==+c.
[ S T
Z ¥t i
I

-n W

b) uest dérivable strictement positive 5ur] T '3 [alnr:‘.fest dérivable 5ur];—:rr E [

1+tan®x

f'(x)=———— strictement PHEiti\rESUF}I P [
1+tanx 3
c)
B : ;
F(x) -
—+ o
(=) -

2-a) f(0)=In(1+0)=0 alorsOeC.

f(Z)=In(1+1)=In2 alors A € C.
4

1
fE) =In(1+v2- 1]=ImE=|nzI=§|nz alorsl e C.

b) f(Z -x)=In(1+ten ( -x]))=In 1+ ———)=In (frm ) =102 — In(1+tanx)= In2 — f(x) .

c) Pour tout x E]_T".EE [,ZIE]—}{:_‘E—}{ E];—n.g [etf[f—x]zlnz—fﬁx]:?_I%]—f[x]

alors | est le centre de symétriede C.

3- La tangente T au point O & pour éguation T :y=1"(x)(x-0) +f[0) d'ouT:y=x
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4- a) 0 (0A)NC,le(0A)nCetA e (0A)NC,I=A*0 centre de symétrie de C et [0A]
donc 51 et 5z sont symétriques par rapport a | alors 5; et 5z ont méme aire .
"
b) fu' f(x)dx = I'aire de la région du plan limitée par C , 1a droite { OA ) d’équationy = :% Jx
et les droites d’équations x=0et x =4£.
T
fu‘ f(x)dx = aire du triangle OAB ( avec E[;, 0) ) —I'aire de Si1 + Iaire de Sz car 51 et Sz ont méme aire

min2

"
= 1 1
donc _,r,_; f(2)ckx = Faire du triangle OAB =7 OBxAB = xf xIn2 =

B3| A =]

5- a)f est une fonction continue strictement croissante :‘.ur];—Fr ' [ donc f réalise une bijection de

5 [t 2 e

=

b) festdérivable sur] T '3 [Et fr{x)=0 sur];—:rE ; [donl: f est dérivable sur IR .

1 1+tanx
(Y (y) :F orln {1+ tanx )=y signifie 1 + tanx = e¥ signifie tanx=e"-1.

%) 1+tan’x
- 1+e’ -1 e’
(Fr(y) T1+(e¥ 1) T 1+(e¥ 1)

X

Conclusion : pour toutx e IR, (1) (x) :_1_'_(&3_1]2 .

Oy = Y ()= [ (0152 = £ (2) - £ (0) = -0 =

N
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